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NB : L’épreuve comporte 5 exercices , le candidat doit choisir entere
I’exercice 1 ou 2 et les exercices 3; 4 et 5 sont obligatoires

Exercice 1 (4 points) | Page 1/3]

On rappelle que (Z, +, x) est un anneau commutatif unitaire integre
Soient * et T' les deux lois de composition internes définies sur Z par :
(V(z,y) €Z%) xxy=ax+y—2etaTy=ay—21v—2y+6

0.75 || 1) Montrer que (Z, *) est un groupe commutatif

2) On considere 'application ¢ définie de Z vers Z par : (Vx € Z):  o(x) =x + 2
0.25 a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (Z, x) vers (Z,T)

0.25 b)Déterminer 1’élément neutre pour la loi T' dans Z

0.5 3) Montrer que la loi T" est distributive par rapport a la loi * dans Z

0.75 || 4) Montrer que (Z,*,T) est un anneau commutatif unitaire

0.5 5) a) Montrer que Panneau (Z, *,T) est integre

0.5 b) (Z,*,T) est -il un corps ? justifier votre réponse

0.5 || 6) Pour tout n € N* on pose z(!) = z et z("t1) = z(") Tz résoudre dans Z I’équation 4Tz = 18

Exercice 2 (4 points)
0.25 || 1) Montrer que 163 est un nombre premier

0.75 || 2)Résoudre dans Z? I'équation 13z — 162y = 1

x = a[13]

. tel ,b) € 72
r=piey e (@)

3)On considere dans Z le systeme (S) : {

0.25 a)Montrer que le nombre zo = 3256 — 324a est une solution de (.5)

0.5 b) Soit « € Z , montrer que z est solution de (.5) si et seulement si 2106 divise z — x
0.5 ¢)Résoudre dans Z le systeme (.5)

4)Soit x € Z tel que 2% = 3[163]

0.5 a) Montrer que z A 163 =1

0.75 b) Montrer que z2° = 3[163] < x = 3'3[163]

2 = 3[163
0.5 c¢) déterminer l'entier naturel x tel que v [163]
r <162




Exercice 3 (5 points) Page 2/3

Les parties I) , II) et III) sont indépendantes

0.5 || I) 1) Résoudre dans I'ensemble C I'équation (E): 23 =1
0.5 2) En déduire dans C les solutions de 1’équation 23 — (z + 1)3 = 0 sous leurs formes algébriques
IT) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé directe (O; 4; ¥)
27
—
Soit B le point d’affixe j = ¢ 3
. , . N . .y . . .y , 1+z
Soit f I’application qui & tout point M(z) différent de B associe le point M'(2’) tel que 2z’ = —=
Z=1]
0.5 1)vérifier que j = j2 et que 1 + 5 + 52 =0
0.75 || 2)a) Montrer que 2z’ = j + 2‘2;‘,7'2 , en déduire que M’ # B
z—]
0.5 b) Montrer que les points B; M et M’ sont alignés
¢) On pose (E) Pensemble des points invariants par f
0.5 Montrer que (E) est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon
III) On considére le point © d’affixe 2
Et soit r la rotation de centre Q et d’angle 7 et h I'homothétie de centre 2 et de rapport g
1) Pour tout point M (z) du plan on pose M"(2") son image par application g = hor
0.5 a) Montrer que z — 2" = i(2 — ")
0.25 b) En déduire la nature du triangle QM M" lorsqueM # Q
¢) Soit A le point d’affixe a =2+
Pour tout entier naturel n on pose Ag = A et A, 11 = g(4,) et on pose z, l'affixe du point A,
(n+2)w
n j—_
0.5 Montrer que z, = (%) e 4 + 2
0.5 d)Déterminer U'entier naturel n pour que les points Q , Ay et A,, soient alignés
Exercice 4 (2 points)
1) Soit n un entier naturel non nul
k=2n—1 1 k=2n
0.5 Mont VE>0): 1 )P < —— <1 —1)k¢k
a) Montrer que (V¢ > 0) + Z( ) <1 S +Z( )
k=1 k=1
(Cestadite 1—t412—-- =1 < g ST —t 12— =271 4 #77)
k=2n (_1)k—1 k=2n-+1 (_1)k—1
0.5 b) En déduire que pour tout > 0 on a Z ’ z* < In(z+1) < Z Tﬂck
k=1 k=1
k=n (_1)k71
2) On considere la suite (S,,),, cy-définie par :(Vn € N*): S, = i
k=1
et pour tout n € N* on pose u,, = S, et v, = Son11
0.5 a) Montrer que les suites (u,),cy- €t (Un),cy- sont adjacentes
0.5 b) Calculer lim u,, ?
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Partie I) Soit n € N*; on considére 'équation : (E) :  zln(x) = % tel que x €]0; 00|
0.5 1) Etudier les variations de la fonction définie par par g(z) = zIn(x)
0.5 2)Montrer que I’équation (E) admet une solution unique «,, dans 'intervalle ]0; +oo]
0.5 3)a) Montrer que la suite (an)(n>1) est strictement décroissate et en déduire qu’elle est convergente
1
0.5 b)Montrer que (Vn € N*): 1<, <en ,en déduire hrf Qi
n—r+00
0.5 c¢) Calculer lim In(af))
n—+oo

Partie IT) Pour tout n € N*; On considére la fonction f, définie sur [0; +oo[ par :
folz) = z€m ;siz >0
fn(0) =0
et on note par (C,) sa courbe dans un repére orthonormé (O;7; )
0.5 1)Etudier la continuité et la dérivabilité de f, & droite en 0
0.25 || 2)a)Calculer ngoo fn(x)
0.5 b)Montrer que f,, est strictement croissante sur [0; +oo[; puis dresser son tableau de variation
0.5 || 3)a)Montrer que : (Vt >0) 0<1—e*<t
0.5 b)En déduire que (Vo >0): 0<e ®+z—-1< z—;
0.75 ¢)Montrer que la droite d’équation y = z — % est une asymptote oblique & la courbe (C,,) , puis
précisez la position relative de la courbe (C},) avec son asymptote oblique

0.25 || 4)a)Soit n € N* ;étudier la position relative de (Cp11) et (Cy)

0.5 b)Tracer les courbes (C1) et (Cy) dans le méme repere (O;7; )
Partie III)
1
nlIn(z)
Pour tout n € N* on considere la fonction définie sur |1; 4+o00[ par Fn (33) = fn(t>dt
2nl}1(x)
0.25 || 1)a)Mont (Vn € N*)(Vx > 1) : f, L L
. a)Montrer que (Vn € N*)(Vx > 1) : —_— | =
d "\ 2n1In(z) 2nz? In(x)
0.5 b)Montrer que (n € N*) (Vo > 1) : —————— < F,(2); en déduire lim F),(x
) aue ( ) ) (2nzIn(x))? — () r—1+ n(®)
1 .
0.5 2)Montrer que (Vt > 1) : 0 < te i < t;endéduire que lim Fn(x) =0

r—+400

1
0.5 || 3)a)En utilisant le changement de variable &4 = €~ n¢ , montrer que :
1

2 1
Ver>1): F,(r)= %/ ——d

0.75 b) Montrer que F3, est dérivable sur ]1; +o0[ et que :

(Vo €]1;+00]) : Fy(z) = 15 (L)

n? \ 423 In®(z)

0.25 ¢)En déduire le sens de variation de £}, sur ]1; +o0]




