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Excellence in Education ] Duree M 41’1
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Exercice (1) 35 pfs.

On rappel que (M2 (R),+,-) est un espace vectoriel rée| et (Mz (ER),+,><) est un anneau unitaire .

| z+y 3 2 ' 13
On considére 'ensemble F = {M(z, y) =[ _‘j-; . fyj /(35, .U) & R“} onpose J = [_1 _IJ

1) a) montrer que (E, +) est .gn groupe commutatif
| b) montrer que (E, -i—,-) est un espace vectoriel puis déterminer sa dimension
2.). calculer J* et J" puis déterminer les coordonnées de I +J + J* + + J* dans la base (I,J)
3) soit f I'applicationde £ vers C telle que: (VM(x,y) € E) f(M) =+ iyw/‘Q-_
a) montrer que f est un isomorphisme de (E,x) vers (C,x) .

\b) déduire la structure de (E,+,><)

4) onpose A= M(l,a-\-/‘-;g} déterminer A” en fonctionde I et J
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"PROBLEME (10 points).

| Partie A ¢1points)
1. Résoudre Véquation différentielle ¥ +y = 0. e
Soit ¢ une application dérivable de RY dans R, et soit g Uapplication numérique définie sur
R% par g(z) = p(z)e”.

‘2. a. Vérifier que g est dérivable en tout point z de R} et démontrer que, pour que ¢ vérifie

Vo ERL, ¢'(z) + ¢(z) = -~51; —Inz, (1)

il faut ef il suffit que g soit une primitive de I'application z s —e®Inz — %:—' L

- . e”
b. Quel est ’ensemble des primitives de la fonction =+ —e® 0 g — —7
: z

3. En déduire que 'ensemble des applications dérivables de R dans R vérifiant (1) est
I'ensemble des applications = — ae™ —Inz ot a désigne une constante réelle.

~ Partie B (5% points) .
Soit f application de R’ dans R définie par : Vz € RL, f(z) =" —Inz.

1. a. Etudier les variations de f et construire sa représentation graphique dans un repére
orthonormé.

Démontrer que I'équation f{z) = 0 admet une solution unique ¢ et que ¢ €]1, 2[.

b. Calculer lim zf(z).

T304

. Soit z un élément de Vintervalle 10,1].
’ ~ 1

Calculer l'intégrale F(z) = / f(t) dt en fonetion de z.

z . e —
Montrer que lorsque z tend vers 0, ¥ (z)} tend vers e.

2. Soit n un entier supérieur ou égal & 2.
&
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a. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 <k <n —1 et pour tous réel ¢ tel que

SStskzl,ox}a:f(k—ti)_ s < (%)

b. Montrer alors que «];if (%) ( ) ni%f ( )

s ()= 20 (- 42)

3. a. Déduire des questions précédentes que, lorsque n tend vers I'infini, Z i (:) admet
M=

une lirnite et calculer cette limite.

LTI R 1 1S, (BN 1. /nl
b. Etablir les égalités : %—Ze( /}2(3_1)W§“ et —Zln(w) m;ln(-—)

k=1

c. Utiliser les résultats précédents pour démontrer que les deux suites définies par :

1 nl 7
Zr3 - """]-E _— t 'y = e
U - (n"‘) et v T

ont des limites Jorsque n tend vers I'infini et calculer ces limnites.

Partie C-(135points)
1. a. Déterminer le sens de variation de f dans Pintervalle [1, 2].

Soit P 1’applicat::10n de RZ dans R définie par : Vz & RL, Plz) =z — JJ: l((i))

b. Etudier les variations dé P dans lintervalle [1,2]. Montrer que P rézlise une bijection de
[1, ¢] sur un intervalle J contenu dans 1, ¢f. - '

En déduire que I'on définit bien une suite ¢, d’éléments de [1,¢] en posant ¢y = 1 et pour
tout entier naturel N, Cagr = Plcy).

2. a. Montrer que pour tout z € [1,2],0 < Plz)< P(2) < %

b. En utilisant le théoréme des accroissements finis, vérifier que pour tout entier n,
lenar ~ ¢ < 19 ICn'“C| ¢
En déduire que la suite {c,) est convergente et déterminer sa Lmite.

¢. Quelle valeur suffit-il de donner & n pour que ¢, soit une valeur approchée de ¢'a 10~2
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Exerciee(s) = pls

~ Soient p unnombre premier telque p>3 et {n,a) un couple de N xz

5 1) montrer que ( a=1 [p“} oU a=-~1 [p“} ) = ( a>=1 [p“} )

2) on suppose o’ = 1'[13“]

R ¥

05| @) montrer que p‘o;—l ou p!a+1

05|l b) montrer que si pla—l alors (a+1)ap=1

0,5 ¢ déduire que a=1 [p"] ou a=-1 [pn:l
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Al ) %wffmea[ue Im(a)ig.wmtﬂlﬂamtahmdewrm Aetd,am?fz—-?z—

3) résoudre dan N [équation 1217 =1 [125]

Exercice ) ~ 3,5 ols

EFoifa MWT&WW.TMR;EEBW@@ICL ,
I} on considéne dans C E’éciuﬂﬁm (B) 2"+ (6+3~4)z~F - ial =0
1) a,)vemgvaﬂ,ciueﬂemnunwnt de (B)sécnl A =(a-5—4)
b) résoudne dams © E%rwfwn =)
2) mmb‘tencrue o eal sollion de (E)Wd Re(a) = Im(a)
1) Lo lan (¢) ool murt & un epine oitfonorm dnedt (0,5,77) .
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