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N B : - L’épreuve comporte 5 exercices

- Le candldat doit choisir entre ’exercice 1 ou 2 et
les exercices 3; 4 et 5 sont obligatoires

La durée de I’épreuve est de 4 heures

- les exercices peuvent étre traités selon ’ordre choisi par le candidat

L’exercice 1 se rapporte aux structures algébriques .......... (3.5 points)
L’exercice 2 se rapporte a arithmétique ........ccceeeereunneenen. (3.5 points)
L’exercice 3 se rapporte aux nombres complexes ........... (3.5 points)
L’exercice 4 se rapporte a I’analyse ......ccccceeecerencrnnnnnn. (3.25 points)
L’exercice 5 se rapporte a I’analyse .......ccceeeervueecerennnnanes (9.75 points)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé
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Exercice 1 (3.5 points) | Page 2/4

0 0
On rappelle que (M3(R), +, x) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle O =
0 0
10
et d’unité la matrice I = , et que (M3(R),+,.) est un espace vectoriel réel de dimension 4
0 1
et que (C,+, x) est un corps commutatif
r —ay
Pour tout a € R* , on considere 'ensemble E, = < M(x,y) = /(z,y) € R?
y x
1) a) Montrer que (E,, +,-) est un espace vectoriel réel
0 —a
b) On pose A = . Montrer que (I; A) est une base de E,
1 0

2) a) Calculer A% | puis montrer que E, est une partie stable de (Ma(R), x)
b) Montrer que (E,,+, X) est un anneau commutatif unitaire

3) Dans cette question on suppose que a <0 :

Montrer que A2 + al = O , puis en déduire que (E,,+, X) n’est pas un corps

4) Dans cette question on suppose que a > 0 :

On considere I'application ¢ de C vers E, qui a tout nombre complexe z = x + iy de C
-y
Vva

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (C, x) vers (Eq, X)

fait correspondre la matrice M (z, ) de E,

b) En déduire que (E,,+, x) est un corps commutatif

Exercice 2 (3.5 points)
les parties I) et IT) sont indépendantes
Partie I) Soient p et ¢ deux nombres premiers positifs distincts et différents de 5

On considére dans Z; Péquation (E) :  ax = 1[pg| avec a € N*

1)Montrer que si (E) admet au moins une solution dans Z alors aAp=1letaAg=1
2) Dans cette question on suppose que aAp=1letaAg=1

a) Montrer que a1 = 1[pq]

b) En déduire que : (Vo € Z):  azx = 1[pq] & = a®P~D=D=1 [pq]
3)Résoudre dans Z Iéquation 5z = 1[26)
Partie IT) soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2
1) Montrer que 2 x 10™ + 1 = 0[3]

2) Soit N D’entier naturel écrit dans le systéme décimal par : N =  44...488...89
——————
n fois 4 et (n—1) fois 8

Montrer que 9N = (1 + 2 x 10™)? en déduire que N est un carrée parfait
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Exercice 3 (3.5 points) | Page 3/4|

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O, 7, 7) .
1

On considere dans C 1'équation (E) : —2z? + (1 — 3i)z — 4m = 0 avec m € C*
m

1) a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 — 6i

21

b) Déterminer en fonction de m; z; et zo les solutions de I’équation (E) tel que Re(—) < 0

m
c¢) Calculer arg(z1) et arg(zz2) en fonction de arg(m)
2) On considere les points My ,Ms .M et D d’affixes respectives z1 , zo , m et 1+ 3i
a) Montrer que le triangle OM; M; est rectangle en O et que OM; = 20 M,
b) Montrer que si arg(z; + z2) = 0[n] , alors les points O,M et D sont alignés.
¢) Déterminer I’ensemble des points M tel que arg(z; + z2) = 0[n]
3)Le point M] est 'image de M; par la rotation de centre O et d’angle g

M, est I'image de M, par la rotation de centre O et d’angle —g

Montrer que les points My ,Ms ,Mj et M} sont cocycliques.

Exercice 4 (3.25 points)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2

On considere la fonction numérique g¢,, définie sur R par : g, (:I:) =—14x+ % + -4 %
1) Montrer que pour tout n > 2 il existe un réel unique §,, de l'intervalle ]0, 1 tel que g,(8,) =0
2) Montrer que la suite (3, )n>2 est strictement décroissante, en déduire qu’elle est convergente.

On pose : Il = lim f,.

n—4oo
1 t'rL
3)a) Vérifier que pour t #lona:1+t+-- +t""1 = i
2 n Bn n
b E d/d n - J:—l 1-—- n) _ dt
) nelllrequeﬁ+2+ +n n(l —B,) /O T
Bn t’n
¢) Montrer que (Vn >2) 1+1In(1—-8,) = _/ - tdt
0 —
t'n, 1

Bn
4) a) Montrer que (Vn >2) 0< dt <

b) En déduire que [ =1 — e~}

Voir page suivante SVP
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Exercice 5 (9.75 points) | Page 4/4|

Soit n un entier naturel non nul .

e’ﬂI

On considere la fonction f,, définie sur R* par : f,(z) = Pl 1

Partie I) : Dans cette partie on pend n = 1.
1)a) Calculer TEIEOO filz) , f(:EIEloo fi(z) et }qll)l}) fi(x)
b) Etudier les branches infinies de (CY,) la courbe représentative de f; dans un repere
orthonormé (0 ; )
2) Calculer f{(z) pour tout x dans R*, puis dresser le tableau de variation de la fonction f; sur R*.
3)a) Soit h la restriction de f; sur ]0,2]. Montrer que h est une bijection de |0, 2] vers J & déterminer.
2
b) Montrer que h~! est dérivable sur {64 -1, —l—oo[ puis calculer (h=1) (e —1)
4) Construire (C},) et (C,-1) la courbe représentative de la fonction A~ dans le méme repere (O;7; )
2
( On donne i 3.42)
Partie II) :

1) Etudier les variations de f,, sur les intervalles | — oo, 0] et ]0, +00|.

2) Montrer que 'équation f,(x) = 0 admet une solution unique «,, dans Uintervalle | — 1, 0]

2
Y%

k=n
3)Pour tout n € N* on pose : W, = Z 2
k=1

Montrer que (W,,) est croissante et qu’elle est convergente.(Remarquer que : Vk >2 5 < k(klfl))

Partie III) :

On considere la fonction F' définie par

1) Vérifier que F est définie sur R

T 2x 2x
2) a) Montrer que : (Va > 0) % < F(z) < C et que (Yz <0)

2
b) En déduire que F est continue au point 0.

3) Calculer lim F(z)et lim F(z)
r——00

r—r+00

2z 2t
4)a) Montrer que : (Vo € R*) F(x) =¢e" — % + x/ %dt

b) Montrer que F' est dérivable sur ]0, +oo[ et sur | — oo, 0] et que :

2t
(Vz € R*) F'(z) :/ %dt
x

5)a) Montrer que :
2x et 2x et
(Ve >0): e*in2< / ?dt <e*In2 et que (Vr<0) e*in2< / Tdt < e"ln2
2$$et T
b) En déduire lim / —dt
z—0 /. t

1 T _1q 2 2r ¢
6)a) Vérifier que (Vo € R*) F(z) — 3= _% + az/ e?dt

b) En déduire que F est dérivable au point 0.

¢) Dresser le tableau de variations de F. - Fin -







