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INSTRUCTIONS GENERALES

L'utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée;

Le candidat peut traiter les exercices de I'épreuve suivant 'ordre qui lui convient;

L'utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

COMPOSANTES DU SUJET

Lépreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux et répartis suivant les do-
maines comme suit :

Exercice 1 Probleme d’analyse 9.5 points
Exercice 2 Arithmétique 3 points
Exercice 3 Nombres complexes 4 points
Exercice 4 Structure 3.5 points
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Exercice 1: 9.5 points ]
1 —e "
I- Soit f la fonction définie sur RY par : f(0) =1 et f(x) = ‘ ssix > 0.
0,50 1. (a) Montrer que f est continue sur RT.
(b) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :
(Vz e R*) : (z+1)e* —1<0.
4,50
0,50 (¢) En déduire le sens de variations de f sur RY.
2. Soit n € N*, et soit F, la fonction définie sur R* par :
(Vz € RT); Fo(z) = ‘ / t"edt.
n! J,
0,25 (a) Montrer que: (Vx € RT); Fi(x) =2 — 1+ "
n+1
0,50 (b) Montrer que: (Vx € R); Fq1(z) = I F.(x).
(¢) En déduire que pour tout x € RT, On a :
z? R
0,50 P}(m)z;—x—i—l—e‘x et Fg(q:):E—?—l—x—l—i—e_m.
—r  ?
0,50 3. Montrer que: (Vo € RY); — T < flz)—1< > + i
1I- On considére la fonction F deﬁme sur R™ par:
F0)=1 et F(x /f t)dt; six > 0.
- 72
0,50 1. (a) Montrer que: (Vx € R*");1 — 1 <F(z)<1- Z + E
0,50 (b) En déduire que F' est dérivable a droite en 0 en précisant F}(0).
Inz
0,50 2. (a) Montrer que: (Vx € [1;+00[);0 < F(z) < — + — / ft)
0,50 (b) En déduire hI_’I_l F(z), puis interpréter geOmetmquement cette limite.
T—r+00
- F
0,50 3. (a) Montrer que F est dérivable sur R** et que : (Vx € R*T); F'(z) = M
x
0,50 (b) Montrer que F est strictement décroissante sur RT.
0,50 4. Construire la courbe (Cy) dans un repére orthonormé (0,1, 7).
1 x
I1I- Pour tout n € N, On pose : I, = / e—dm.
o € (1+e?)
0,25 1. (a) Calculer l'intégrale Iy.
0,50 (b) Montrer que la suite (I,), oy est décroissante,en déduire qu’elle est convergente.
0,50 (¢) Montrer que: (Vn € N); I,, + I,,41 = f(n), puis en déduire 1iI_iI_1 I,.
n—-—+0o0
\ .
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n—1
2. Pour tout n € N* — {1}, On pose: S,, = S_(=1)*- f(k).
k=1
0,50 (a) Mont (v € N — {1}); (Vo € R): 5 (—1ybete = DT 1
) a) Montrer que: (¥Vn - (Vo ; —1)re " = - .
I =1 et (l4+e*) 1+e®
. . 1 1+e
0,50 (b) Justifier que: (Vn € N* —{1});S, =(-1)"""'-I,+1n 5 .
e
0,50 (¢) En déduire que la suite (Sy),>, est convergente en précisant sa limite.
( Exercice 2: 3 pt ]
I- On considére dans ’ensemble 7 [’équation:
(E) : 92 + 152 4+ 7 = 0[19)].
0,25 1. Montrer que: (Vx € Z);92* + 15z + 7 = (3z — 7)* — 4[19].
2. En déduire que l’ensemble des solutions de (F) est :
0,50 S = {19k + 3/k € Z} U {19k + 8/k € Z}.
II- Soit p > 2 un entier naturel premier. On suppose qu’il existe a € 7 tel que:
9a® + 15a + 7 = 0[p).
0,25 1. (a) Vérifier que: 9a® + 15a + 7 = 3(a + 1)(3a + 2) + 1.
0,25 (b) Montrer que: p > 5.
0,50 2. (a) Montrer que: (3a+2)% = 1[p].
0,25 (b) En déduire que: (3a+2) Ap=1.
0,50 3. En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que: p = 1[3].
4. On considére dans Z Uéquation (F) : 92% + 15z + 7 = 0[149).
0,25 (a) Montrer que l'entier naturel 149 est premier.
0,25 (b) Déterminer, en justifiant la réponse, l’ensemble de solutions de (F).
( Exercice 3: 4pt ]
soit m un nombre complexe non nul.
Partie 1
on considére dans C 'équation (E):22° —2(m+1—1i)z+m?+ (1 —i)m —i=0.
0,25 1. Vérifier que le discriminant de (E) est A = (2mi)?.
0,50 2. Résoudre dans C l’équation (E).
0,50 3. Déterminer les valeurs possibles de m pour que l'une des solutions soit nulle.
Partie II Dans la suite, on suppose que m € C — {1, —1,4,—i,0}.
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O,w, ), on considére les points
A1), B(—i), M(m), My (z1) et My (z3), ot 21 et zo sont les solutions de ’équation (E) telles que
AMM, et BM M soient des triangles rectangles isocéles avec :
<M1M, M1§> = g[ZW] et <M2A7 M2M> = g[Qﬂ'].
\ .
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r 1
1—2 141
0,75 1. Montrer que z; = Z(m+1) et 29 = +Z(m—i)
. 7 . (m—i) o ,
2. Vérifier que — = i——=, et en déduire la forme exponentielle de m pour laquelle
2 (m+1)
0,50 OM, M, soit un triangle équilatéral direct.
1
0,25 3. Montrer que My est l'image de My par la rotation de centre 2 (TZ> et d’angle g
- —1
0,75 4. Vérifier que 2 —z'(m )
21— m (m+1)
1

5. En déduire l'ensemble des points M(m) pour que €2 ( 2) M, My et My soient

0,50 cocycliques.
( Exercice 4: 3.5 pt )
. T . o
On munit [ = ] —5 5[ de deux lois * etT définies par :
V(z,y) € I?,x x y = arctan(tan z + tany)
V(z,y) € I*, 2Ty = arctan(tan x - tan y)

1. (a) Vérifier que x est une loi de composition interne sur I.
0,75 (b) Montrer que (I,%) est un groupe abélien.

2. (a) Vérifier que T est une loi interne sur I, et prouver que T est commutative et associative
0,50 sur I.
0,25 (b) Montrer que ¢ = % est ’élément neutre dans (I,T).
0,25 (c) Montrer que T est distributive par rapport a * dans I.

3. Soit lapplication ¢ : I — R telle que: Yz € I : p(x) = tan(x)
0,50 (a) Montrer que: ¢ est un isomorphisme de (I,T) dans (R, x).
0,50 (b) En déduire la structure de (I,*,T), et préciser l'inverse de chaque élément x € I.
0,50 (¢) Pour tout a € I et pour tout n € N*, on pose: a™ = aTaT ... Ta. Calculer a™.
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