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v/ L'utilisation de la calculatrice non autorisée.
v/ Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient.

v/ Lutilisation de couleur rouge lors de la rédaction des solutions est & éviter.

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de trois exercices et un probléme indépendants entre eux et
répartis suivant les domaines comme suit :

Exercice 1 Les structures 4 points

Exercice 2 Arithmétiques 3 points

Exercice 3 Nombres complexes 3 points

Probleme | Etude d’une fonction numérique | 10 points
Les suites - Calcul intégral

+/ In désigne la fonction logarithme népérien
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[ EXERCICE 1 (4 poins)|
On rappelle que (M;(R); +; x ) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle
00 10
0= et d’unité la matrice / = et que (M,(R); +;-) est un
00 01
1 3
espace vectoriel réel.Considérons la matrice J = et le sous-ensemble
-1 -1
z+y 3y |
E={M(z,y) =  [(ziy) £ B2 de Ma(R) .
-y Ty
0.5 | 1) Montrer que (E;+;-) est un espace vectoriel réel,
05 | 2)a)Montrer que la famille (I; J) est une buse de E.
05 | b)Calculer J? puis montrer que x est une loi de composition interne dans E.
05 | c)Montrer que (E;+; x) est un anneau commutatif et unitaire.
0.5 | 3)a)Montrer que tout élément de F — {0} admet un inverse dans E qu’on
déterminera. %
0.5 | b)Déduire la structure algébrique de (E;+; x).
4)Munissons I’ensemble F' = R? — {(0;0)} de la loi de composition interne *
définie par :(V(z;y) € F)(V(a;b) € F) : (a;b) * (z;y) = (az = 2by; ay + bx)
et considérons l’application ¢ de E — {0} vers F' qui & chaque matrice M(x;y)
de E — {0} fait correspondre le couple (z;y) de F.
05 | a)Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E — {0}; x ) vers (F;*).
0.5 | b)Déduire la structure algébrique de (F'; ) .
| EXERCICE 2 :(3 points) |
On considére dans ’ensembe C des nombres complexes I’équation
(E): 22+ (1 = 3i)mz — 4m* =0 tel que m € C*
025 | 1)a)Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est A = ((3 —i)m)? .
0.5 | b)Déterminer les solutions z; et z; de I’équation (E) .
0.25 | ¢) Calculer arg(z;) et arg(z2) en fonction de arg(m)

2)Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, U, V)
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On considére les points A,B, C et D d’affixes respectives 21, 23, m et 1+3i .
a)Montrer que (OA) L (OB) .

b)Montrer que les points O,C' et D sont alignés < arg(z; + 23) = 0[n]

3)Soit A’ le point image de A par la rotation R de centre O et d’angle 5 et B’
le point image de B par la rotation R’ de centre O et d’angle 5*

Montrer que les points A,B ,A’ et B’ sont cocycliques.

| EXERCICE 3 :(3 points)|
On considére dans Z? ’équation (F): 187z — 255y = 68
1)a) vérifier que le couple (—1; —1) est une solution particuliére de (E)

b)Résoudre dans Z2 l’équationv(E) en imdiguant les étapes de la résolution.

2)Soit n un entier naturel non nul et soft p tm nombre premier positif qui ne
divise pas n et p > 2.

Montrer que Vi € N; n®~DF = 1[p|

3)a)Soient x et y deux entiers natureis non nuls tels que z = y[p — 1]
Montrer que Vn € N* : n® = n¥[p]

b)Déduire que Vn € N* : n® = n¥[2p]

4)Soit z et y deux entiers naturels tels que le couple (z;y) soit solution .

de I’équation E.

Montrer que pour tout n dans N* les nombres n” et n? ont le méme chiffre

d’unité dans le systéme de numération décimal.

| Probleme :(10 points)’

Partie : I
Considérons la fonction g définie sur |0; +oo| par g(z) = zin(z) —z +1
1)Montrer que g est dérivable sur |0; 4-ool.
2)Montrer que (Vz €)0; +00]) : g(x) > 0.
[ Partie : IT|
Considérons la fonction f définie sur {0; 4-co[ par :

(Vz €]0; +oo[—{1}) f(z) = 2

In(z)
1)Montrer que f est continue sur [0; ool

, F(0)=0et f(1)=1

2)a) Montrer que f est dérivable sur ]0; 1] et sur ]1;+o00[ et que
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(Vz €]0;1[UJL; +00]) : f/(z) = s

AR

0.25 |b)Déduire la monotonie de f sur [0; +o0].

05 |3)a)Montrer que le signe de f”(x) sur ]0;1[ est celui de In(z)h(z) ot h est

la fonction définie sur |0; +oo[ par h(z) = —zin(z) — In(z) + 2z — 2

025 |b)Montrer que (Vz €]0;1[) : h(z) > 0.

025 |c)En déduire que f’ est strictement décroissante sur ]0; 1[.

0.5 |4)Montrer que : (3o €]0;1]) : f'(a) =1.

5)Considérons la suite (u,),>o définie par :a < ug < 1let (Yn €N) :upy1 = f (un)-
0.75 |a)Montrer que (Vn € N) : 0 < u, < 1 et que (up)n>0 est cromimte.

05 |b)Montrer que (Vn € N) : |u,41 — 1] < F/(uwo)|un — 1| |

0.5 |c)Déterminer la limite de (u,)n>o -

Considérons la fonction F' définie sur [0; +oo[ par :
(Vz €]0; +oo[—{1}) : F(z) = / F(t)dt et F(0) = F(1) = 0.

05 |1)Montrer que : (Vz €]0; 1[U]1;+00]) : (22 — z) f(z) < F(z) < (2 — z) f(z?).

0.5 |2)Déterminer la branche infinie de (Cr) , la courbe de F' au voisinage de +oo .
05 |3)a)Montrer que F est dérivable en 0 a droite et dérivable en 1.

0.5 |b)Interpréter géométriquement les résultats précédents.

0.25 |c)Donner I’équation de la tangente a (Cr) au point d’abscisse 1.
0.25 |4)a)Montrer que F' est dérivable sur [0;+o0] .

05 |b)Montrer que le signe de F' sur ]0; 1{U]1; +oo est celui de P(z) = 2°> +z — 1
0.5 |c)Dresser le tableau des variations de F.

1 |5)Tracer (Cr) dans un repére orthonormé (O, ?, 7
On donne :@ ~ 0,6 et F(—‘%‘—l) ~ —0, 2.

— —
) avee |7 ]| = |7 ]| = 2em.

Bon courage Les Lydexiens
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