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INSTRUCTIONS GENERALES

e L'utilisation de la calculatrice non programmable est antorisée ;
o Le candidat peut traiter les exercices de I'épreuve suivant Nordre qui lui convient ;

o L'utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est A éviter,

COMPOSANTES DU SUJET

L'épreuve est compasée de quatre exercices indépendants entre eux et répartis sur 4 pages
et suivant les domaines comme ci-dessous :

Exercice 1 Structures algébriques Page 2 3,75 points
Exercice 2 Arithmétique page 3 3 points
Exercice 3 Fonctions numériques suites et intégrales page Jet 4 10 points
Exercice 4 Nombres complexes Page det 5 3.25 points
e C dé&igne l'ensemble des nombres complexes

On désigne par T le conjugné du nombre complexe =z

|z] désigne le module du nombre complexe =

In désigne la fonction logarithme népérien
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ercice : 1( 3,75 Points )

5o

25

25

)5

' 25

Les parties 1 et 11 sont indépendantes

Partie I :
Dans l'espace vectoriel réel des matrices carrés d'ordre 2 noté (Ma(R), +,.)

10 3 -2
On pose I = t A=
01 2 -2

On considére l'ensemble E = {)\l c I\I;(R)/l" XA=AXx BI}
l) Montrer que (E, 4,.) est un espace vectoriel réel

r z
2) Soit M = ( ) tels que (z,y,2,t) € R* une matrice de A3 (R)
v ¢

n) Caluler M x Aot Ax M

$=—y
b) Montrer que Af x A = A x M ¢»
2(xr—t) =10y

C) En déduire que Af x A = A x M ¢» M = (l - -a-;—l) 14 -:-A

3) Montrer que (I, A) est une base de E

Partie 11 :

Pour tout a et bde I =|1,400| on posc as b = \/(07 - 1)(b?=1) 41
l) Montrer que o est une bol de composition Interne dans 1 commutative et assoclative
2) Montrer que o admet un dément neutre dans I que U'on déterminera

3) Montrer que (I, ¢) est un groupe commutatif
4) On pose H = {\/l +t’/t s R}

Montrer que H est un sous-groupe de (7, #)
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rreice @ 2 (3 Points )

75

25
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On rappelle que 1013 et un nombre premier

On considére dans Z 'équation (E) 1 22" 4z — 1 = 0[202¢)

l) Solent no o, a et b dos entiers naturels (n 2 2 et m 2 2) ¢
f

mAn=1

En utilisant le théoréme de Bezout montrer que si { g = b[n) alors a = b[mn)

a = b[m)
2)  Soit # une solution x de (E) |

a) Montrer que x A 2016 = 1

b) Montrer que (vx € Z) 2'"'? = z[2020)

€) Montrer que 3x = 1[2026)

3) Montrer que x est solution de (E) sl et seulement »i 3z = 1[2026)

rreice : 3 ( 10 Points )

T 1
Soit n € N* . On considére la fonction f,, définie sur lo. - [ U]-. +ool par :
¢ c

I
R

Jn(0) =0

Et (C,) sa courbe dans un repére orthonormé (O, ;P.]) tels que .Fﬁ = l!;” = 2cm

In(z) =

Partie 1

1) Montrer que la fonction fu est dérivable A droite au point xo = 0 et interpeeter glométriquement co

2) a) Solt n € N* . Montrer que .El:l~ ir;—)w = 400 puis calouler .-I‘h:i- Julx)

b) Calculer Nm fo(x) et lm f,(x) (Discuter suivant la parité de n)
L e
C) Frudier bes branches infinkes de (Cy)

3) n) Montrer que fu et dérivable sur ]0. é[ ot sur ] 1. +m[ et que :
r

e

b) Frudier sulvant la parité de n le signe de (1 4 Inx) sur |0, 400

C) Dresser e taldeau de variation de fa (Discuter suivant la parité de n)
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4)  Tracer la courbe (Cy) dans lo tepire (0,7,7)
Partie 11
On considére la suite (u,),,5 définie par (Vn € N*) ;. u, = £, (c"")
1)  Montrer que (Yn € N*)(¥z € [1,400[)t  fasi(2) € fu(x)
2)  Déduire que la suite (un),, 5y est décroissante

3) IXduire que (u.)"z' est convergente puls ealeuler  lm  w,,

Partie 111

r
On considére la fonction F définie sur ]1. +oo[ par: F(x) = / Ja(t)dt = /’ .
c 1 1

(14Int)

1) ll) En utilisant une intégration par changement de variable montrer que :

1 Inx w2u
(Vx € ]-. +00 D : F(z) = / 2 du puis déterminer le signe de F sur ]0. +ox
e 0

(14 u)?
n(x
b) Montrer que (V: € ;. l]) : F(z2) < :+—::‘((-:); puis calculer .-!l(n;). F(z)

2) n) Par une intégration par partie montrer que !
x3 1 = t

(Vz €]1,400]) : F(z)=m'§+ ' (1+mt)"“
2

b)  En déduire que (Vz €]1,40c) 1 F(z) > 2_“:'7): " .;.

€) Caluler lim F(z)
"+

3) n) Montrer que F est dérivable sur ] ;,-{-oo[ et que (V: c ];, 450 [) : F(z) = - +:'n =

b) Dresser le tableau de variation de F

e :4(3 Points )

Les parties I et 11 sont indépendantes
Partie 1 :

Soit m un nombre complexe  (m € C) .

On considére dans 'ensemble C I'équation
(Em): (1—=i)z?42i(1=m)z—(14i)(m*+1)=0
1) 8) Vérifier que 24 = 1 4 im est une solution de (E,,) puis déduire 23 'autre solution de I'équatior

b) Montrer que |21| = |z2] s m € R
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2) Dn suppose que m = vVi4 (l + l\/i) tan(@) avec @ € ];;;[

b) Montrer que 24 = 1443 €*'? en déduire l'écriture exponenticlle de 24
cos(@)
»* VG4 V2
c) Didu (—) S . A
) uire que cos |~ -
Partic 11

Dans le plan complexe rapporté i un repére orthonormé direct (0, W, ¥) . on considire les
points A et B d'athixes respectives 24 = 1 ¢t 25 = —1

Et a tout point M d'atfixe z avec 2 # 0 et 2 # 1 et = # —1 on associe le point M’ d'athxe

z' tel que 2 =
of ’ "2
1) Viériter que (V2 € C*): (f_';'__‘) ("‘;3 +l)=(8—:8)

2) On pose 1 le milieu du segment [AIAI'] , montrer que JTA x I8 = IA?

3) Mountrer que la droite (M A1’) est une bissectrice de Vangle (m. rﬁ)

- FIN -
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