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Chapitre 1 : Cinétique des solides

l. Masse et Inertie
I.1. Notion d’inertie :

Nous savons, par expérience, qu’il est plus « difficile » d’accélérer un camion qu’'une moto comme il est plus
« difficile » de le freiner. L'inertie caractérise la résistance qu’oppose un corps par sa nature propre a une
variation de mouvement.

Pour un mouvement de translation, la masse suffit pour définir cette quantité, cependant pour un
mouvement de rotation, il est nécessaire de préciser la répartition de cette masse. La cinétique est I'étude
des caractéristiques d’inertie d’un solide.

I.2. Masse — Rappels
La masse caractérise la quantité de matiere, c’est une grandeur complétement additive. La masse M d’ un

systeme 3 est définie par :
e [ o f o
X X

Avec p(P) masse volumique au point P et dv un élément de volume.
Remarque :

e Sile systtme matériel est assimilable a un volume, on parle de masse volumique p(P) [kg.m] au
point P :dm =p(P) dv;

e Sile systéme matériel est assimilable a une surface, on parle de masse surfacique o(P) [kg.m] au
point P : dm=o(P) ds ;

e Sile systéme matériel est assimilable a une ligne, on parle de masse linéique A(P) [kg.m] au point
P:dm=A(P)dl

Principe de conservation de la masse :

On admet en mécanique classique que la masse est une grandeur indépendante du temps, ainsi pour un
ensemble matériel () qui vérifie le principe de conservation de la masse, soit deux instants t1 et t,
guelconque :

m (2, t1) = m (Z, t2).
Conséquence :

Soit (Z) un ensemble matériel en mouvement par rapport a un repére R.

Soit f (P, t) un champs de vecteurs (Peut étre un vecteur position, une vitesse, une accélération, vecteur
rotation .....) défini a chaque instant t, en tout point P de () de masse élémentaire dm(P); on peut écrire :

& [rem ul < | fros], o

pEX R pPEX

[.3. Centre d’inertie
[.3.1. Définition
Le centre d’inertie d’un ensemble 2 de masse m situé dans un repére
R(x, y,Z) est défini par :

m.0G = J.mj.dm i > ¥
b
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- En décomposant la formule précédente suivant les 3 axes du repéere R on obtient :

x6=$f2x.dm et yc=$f2y.dm et ZG=$sz.dm
Forme du solide Expression de dm Centre d’inertie
Volume m_ dm d d 0G ! f OP.d
=—= — dm = p.dv == .dv
P= 0= dv m=e.av vV
m dm — 1
Surface i —— dm = p.ds 3 f S
m dm — 1 =
Ligne = =——=dadm= 4 OG=—|OP.d!l
g A T dm = A.df I J

Remarque :

e Sjle systeme matériel possede un élément de symétrie matérielle, plan ou axe de symétrie, aussi

bien du point de vue géométrique que du point de vue de la répartition des masses, le centre d’inertie
appartient a cet élément de symétrie ;

Le centre d’inertie est confondu avec centre de gravité dans le cas d’'un champ de pesanteur
uniforme.

Applications :
1. Détermination du centre de gravité d’'un demi-fil homogene de rayon R.

2. Détermination du centre de gravité d’'un demi-disque homogene de rayon R

\ 4
=l
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I.3.2. Centre d’inertie d’'un ensemble matériel

Pour un systéeme constitué de n solides élémentaires homogénes, dont on connait pour chacun le centre de
gravité Gi et la masse Mi, on peut écrire I’égalité suivante dite du barycentre :

n
m.0C = ZMi.aa
i=1

Applications :

1. Le solide (S) est formé de deux plaques planes homogéenes (S1)
et (S2) de méme matériau et d’épaisseur négligeable. Déterminer
la position de son centre de gravité.
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1.3.3. Théoremes de Guldin
L'utilisation de théoréme de Guldin permet de simplifier le calcul de la position du centre d’inertie pour les
solides ayant un axe de révolution.

a) Premier théoréme de Guldin
L'aire engendrée par une courbe plane tournant autour d’un axe de son
plan, ne la traversant pas, est égale au produit de la longueur de la courbe
par le périmétre du cercle décrit par son centre d’inertie.

S=2m.rg.1
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Application : déterminer le centre de gravité du fil en demi-cercle de rayon R.

-1.
Fy

b) Deuxiéme théoréeme de Guldin :

Le volume engendré par une surface plane tournant autour d’un axe de son plan,
ne la traversant pas, est égal au produit de I'aire de la surface par le périmetre du
cercle décrit par son centre d’inertie.

V=27T.TG.S

Application : déterminer le centre de gravité du demi-disque de rayon R.

¥
-t

Il Moment d’inertie

La masse ne suffit pour caractériser l'inertie que dans le cas d’'un mouvement de translation. Pour un
mouvement de rotation ou un mouvement plus complexe, il faut prendre en compte la répartition de cette
masse sur le solide. Les moments et produits d’inertie caractérisent cette répartition.

Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe, dépend :

e De son matériau (masse) ;
e De sa géométrie (répartition et distance de tous les points matériels du solide).

II.1. Moment d’inertie par rapport a un point
On appelle moment d’inertie du solide (S) par rapport a un point A la
guantité positive :

1,(S) =f AP? dm [Kg. m?]

S

1HL
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I1.2. Moment d’inertie par rapport a une droite

On appelle moment d’inertie du solide (S) par rapport a une droite A(4, 5‘) la quantité positive :

IA(S)=f (5 A AP)? dm

En faisant intervenir le point H, projection du point P sur la droite (A), on déduit que :

IA(S)=f (5 A E)de=J PH? dm
S

S

II.3. Moments d’inertie Dans un repére cartésien
Soit un repére R(X, ¥,Z), et P.un point quelconque de (S). Posons: OP = x X +y y +z Z
e Moment d’inertie du solide (S) par rapport au point O :
1,(S) = j OP% dm = f (x% +y? +z%) dm

S S
e Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I'axe (0,X) :

1(0,&')(5):[ (9?/\@)de=[ (2Axf+y)7+zf)2dm=f (y? + z?) dm
S S| S

Par analogie, on peut écrire :

oz (S) = fs (y% + z?) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I'axe (0,X)
loy(S) = fs (x%2 + z?) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I'axe (0, ¥)
li07(S) = fs (x? + y?) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I'axe (0,Z)

Relation entre les moments d’inertie

1
[,(S) = 2 Iz + Loy +102)

II.4. Produits d’inertie
Les produits d’inertie caractérisent I'absence de la symétrie dans la répartition de la masse. La
détermination des produits d’inertie sera déduite du calcul de I'opérateur d’inertie.

[l Opérateur d’inertie d’un solide
L'opérateur d’inertie permet de synthétiser I'ensemble des caractéristiques d’inertie d’un solide. Cet
opérateur est une fonction linéaire et peut étre représenté par une matrice.

[1.1. Définition :
L’opérateur d’inertie d’un solide S en un point O est I'opérateur qui, a tout vecteur u fait correspondre le
vecteur :

Jo (s, ) =f OPA (A OP)dm

S
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[11.2. Matrice d’inertie
L'opérateur d’inertie est linéaire, donc représentable par une matrice. On peut écrire :
) Jo(s, W) = I5() .@
Avec I, (S) est appelée matrice d’inertie de S au point O par rapport a la base (x, y,2).

Cherchons la matrice d'inertieI=0(S).

Soit :
e R(0,x, ¥,Z) unrepeére, et (x, y,Z) une base ;
e P,unpointdusolideS, avecOP =xX+yjy+2%;
e U=ax+pBy+yZ,unvecteur

Déterminons OP A (W A OP ) :

m;n{ﬁ'nfﬁ;] =

(x-X+y-F+z-Z)Al[a- T+p-F+y-Z)A(x-T+y-F+2-2)) =
[+a-|[_1;2+23} —P-x-y -y-x-z ]__r'

+[—a-x-}f +P-(2+x%) —y-y-z ]T

+{—u-xaz —B-y-z +y-(F+ ) ]_z'

En intégrant sur le solide S :

[ﬁ.ﬂ[ﬁ.ﬂ{ﬁ;]- dm=

Pes
[+::-[[y2+zz}-dm —ﬂ-fx-y-dm -y- [.r-z-clm ]I"
Pes PES Pes
+[—|::-[.r-_v-dm +E--f[zz+xz}|-|:lm —y- [}r-z-dm ]_v'
Pes Pes PES
+[—u-f.t-:- dm —ﬁ-/}'-z-dm +y- [[IZ+}'2}-d!ﬂ ]_z'
Pes Pes PES

On peut mettre ce résultat sous la forme du produit d’'une matrice et du vecteur U

lr+[[_*,F+:(:2"|-drrrr —fx-}'-dm —-[_r-z-dm 1 {a)

PFeS Pes Pes

o) -u=| [.r-_'l’-tlm +f[32+xz]--dm - [}r-z-dm 1B

Pes Pes Pes
- [.r-z-dm —f}'-z-dm . 4 [[x3+_v3}dm Y
L pes Pes Pes J )

Cette matrice est caractéristique de la répartition de la matiere d’un solide au tour d’un point et dans une
base donnée. On peut pour chaque solide définir une matrice d’inertie.

- Par convention, on pose :
_ Aoy —Fo —Ep
10(5) = (‘Fo Bo —Do>
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On reconnait sur la diagonale de la matrice :

Ap=1p(S) = fs (y? + z?) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a 'axe (0,X)
Bo=l(o5(S) = [, (x* +2z*) dm : Moment d"inertie du solide (S) par rapport a 'axe (0,¥)

Co=l(07(S) = fs (x%2 + y?) dm : Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I'axe (0, Z)

Par convention on pose :

Dy= fs y.z dm : Le produit d’inertie du solide (S) par rapport au plan (0, y,Z)

Ey= fs x.Z dm : Le produit d’inertie du solide (S) par rapport au plan (0, X, Z)

ey fs X.y dm : Le produit d’inertie du solide (S) par rapport au plan (0, X,y)

Remarque :

e Une matrice d’inertie dépend de la base et du point de calcul, il est donc important de préciser ces
données ;
e La matrice d’inertie est une matrice symétrique ;

[11.3. Détermination du moment d’inertie par rapport a un axe quelconque

Soit un solide (S) dont la matrice d’inertie I, (S) est définie au point O. Soit un axe A(0, 1) quelconque
passant par O 'origine du repére R(0,x, ¥,Z).

Le moment d’inertie du solide S par rapport a I'axe A(0, %) est :

1,(S) = U.T,(S) . u

Application :

(S) : tige rectiligne, homogene, de masse m, de longueur |, de
diametre négligeable et de centre d’inertie G ;
R(G,x, y,Z) repére lié a (S).

1) Déterminer en fonction de m et | la matrice d’inertie de (S)
au point G dans la base (x; y,7)

2) Déterminer le moment d’inertie de la tige (S) par rapport a
I'axe A(G,u) tel que le vecteur unitaire est situé i dans le
plan (G, x, y) eta = (y,%)
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[Il.4. Propriétés de la matrice d’inertie
I11.4.1. Matrice et base principale d’inertie
La matrice d’inertie étant symétrique - diagonalisable. Il existe donc, pour tout solide de forme quelconque,
une base principale d’inertie dans laquelle la matrice d’inertie prend la forme simplifiée suivante :

~ Ap 0 0
I(S) = ( 0 B, O )
0 0 GCp

(xp.yp.ZP)

Les vecteurs unitaires de cette base sont les vecteurs propres de la matrice d’inertie et les termes diagonaux
sont les valeurs propres correspondantes.

- Lesaxes (0,%p),(0,¥p), (0,zp) sont appelés axes principaux d’inertie du solide S au point O.
- Les moments d’inertie Ap, Bp, Cp sont appelés moments principaux d’inertie du solide S au point O.

[11.4.2. Influence des symétries sur la forme de la matrice d’inertie

a) Solide avec un plan de symétrie :

Lorsque le solide possede un plan de symétrie, les produits d’inertie comportant la normale au plan de
symétrie sont nuls.

Un plan de symétrie permet d’annuler deux produits d’inertie comportant la normale a ce plan.

Exemple :
Le plan (G,x, y) est plan de symétrie :

On décompose le solide (S) en deux demi solides symétriques (S1) et (S2),
donc a chaque point P(x, y, z) € S1 correspond symétriguement un point
P’(x, y,-z) € S2.

D= yzdn= j‘ﬂ}’.z. dm + J_q: y.z.dm.

On effectue un changement de variable z - -z pour calculer la deuxieme
intégrale d’ou :

J y.z.dm = —J‘ y.z.dm = D=0
5 5

2 o !

On démontre de méme E=0.

B Ay —F, 0
Donc: I,(S) = (—FO B, 0 )
0 0 Co/xyz

L axe (0,Z) perpendiculaire au plan de
symétrie est un axe principal d’inertie.

b) Solide avec deux plans de symétrie :

Si un solide posséde deux plans de symétrie, en choisissant d’écrire la matrice d’inertie en un point O de la
droite d’intersection des deux plans et dans une base respectant cette symétrie, alors les trois produits
d’inertie sont nuls :
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B Ao 0 O
La matrice est donc diagonale: 1,(S) = ( 0 By, O )
0 0 Gy )

Exemple 7

(G,x,v)et(G,v,z) sont les deux plans de symétrie :

- plan (G, ¥,¥) — D=0 et E=0 (effets des z de signes opposés) SY

G

c) Solide avec axe de révolution :

révolution et en tout point de cet axe.

axes et sont égaux.

A= J‘(_‘I.'E i zjjdm = {(rz +z9dm =B
5 Jg

5

admettant I'axe Z comme troisi€me vecteur.

Tout plan passant par I'axe de révolution est un plan de symétrie ; La
matrice est donc diagonale dans toute base contenant I'axe de

Pour I'exemple ci-contre |'axe Z est |’axe de révolution.

Les axes X et y sont interchangeables sans modification de la
disposition de la matiere, donc les moments d’inertie par rapport aux

Le solide a donc une matrice d’inertie de |la forme :

- plan (G,v,z) — E=0 et F=0 (effets des vy de signes opposés)

I 3
Application :
Détermination de la matrice d’inertie d’un parallélépipéde rectangle au centre d’inertie G.
) nE
AZ
F
dz
¥
. -
- v
1 G >
G = ¥ f
Cc ? a X
/ / o dx
X

C ,
C= [(1‘2 +y)dm=2.A4-2 [ z2dm = A=§ + J.z“n‘m
5 r 5

Ay 0 0
1_0(5) = < 0 4 O )
(_ ) #)

0 0 C

. d . . . . . ~ ’
La notation(—, —, z) indique que la matrice d’inertie reste la méme dans toute base orthonormée
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Par analogie, on peut écrire :

(0,%) est un axe de révolution

(0,7) est un axe de révolution

(0, 2) est un axe de révolution

B 4o 0 0
Ir(S) = ( 0 Bp O )
0 0 By @)

AvecB =2+ [ x%dm
2 S

~ Ap 0 0
1;(5)=<0 Bo 0)
0 0 A - 5.5

B
AvecA =+ [ y?dm

~ Ao 0 0
15(5)=(0 Ao 0)
0 0 Co - 3

AvecA=+[ z2dm
2 S

Application :

Détermination de la matrice d’inertie au centre d’inertie G d’un cylindre de révolution plein de rayon R et
de hauteur H.

4Z
zZ dz
M
I
I
; X A
\F I
3 : ’,‘4’ -
T\_‘ : ’.r a}__r
‘-1_“‘. i ,.r G _H""-——..._‘_‘_‘_ o
"1‘-..‘ I ,J
b
G r
dr 40
X 0 e,

d) Solide avec centre de symétrie :

Le centre de symétrie est l'intersection d’une infinité d’axes de révolution
gue possede le solide.

Les produits d’inertie sont nuls et les moments d’inertie sont égaux, donc la
matrice est exprimée au centre de symétrie et dans toute base s’écrit sous la

A4; 0 0
forme suivante : I;(S) = ( 0 A4; O >
0 0 4

==

Exemple : Sphére creuse de rayon R de centre G.
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Application :
Détermination de la matrice d’inertie d’'une sphere pleine
de rayon R au centre d’inertie G.

[11.5. Changement de point. Théoreme de Huygens généralisé

Le théoréme de Huygens généralisé permet la recherche de la matrice d’inertie en un point quelconque A
a partir de la matrice d’inertie au point G (centre de gravité du solide).

Soit G le centre d’inertie du solide S, On peut montrer que :

1,(S) = 15(S) +1,(m, G)

= 1/

Matrice d’inertie
deSenA Matrice d’inertie de Sen G

Matrice d’inertie calculée en A
en considérant que toute la
masse est concentrée en G

A 4

Soit AG = x; X + Yo ¥ + z¢ Z, donc :

vl +zg¢ — Xy, — X6 Zg
I,(m,G) =m| —x¢y, x¢°+2z° —y.2
— Xg-Zg — Y Zg x(;2 + yG2
Ceci veut dire :
Ay = Ag + m(yg? + z5°) Dy = Dg + mygzg
= 4B, =B, +m(zz*+ x%) - E, = E; + mzgxg
Ci=Ce+m(xz?+ ve?) Fp = Fg +mxgye

Application :
Calculer au point O puis au point G (centre d’inertie) les éléments de la  z, «
matrice d’inertie du cube S de co6té « a » et masse « m », dans la base ‘

x ¥.2).

=

-9G

=l

v

O
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MATRICES D'INERTIE DES SOLIDES A FORMES USUELLES :
Corps homogéne de masse « m » Centre d'inertie Matrice d'inertie en ((O, X, y, Z)
r mR?  mh’
0 0
A * 12
mR’  mh’
0 —_—t— 0
Centre 7 12
0 0 mR?
L 2
=
: m(b’ +¢°) 0 0
) 12
e m(a® +c’
Q){ Centre 0 Mz tc) 0
-~ 12
2 2
0 0 m(a® +b%)
A~ § { 12
Parallélépipede de cotés axbxc
AR
%mR‘} 0 0
C 2 mR?
entre 0 ng 0
0 0 g mR?
k 5
A 1
b I by i 0 0
o e > 12
2
a Centre i 0
0 0 m(a’ + b?)
Rectangle axb 1 12
Ai: mlL’ 0 0
d 12
A mL?
A0 > Centre 0 1290,.0
¥
_ 0 0 0
Tige longueur L 1
x =
" CLLI L 0 0
5 4
. i 2
O S z, = 3 0 %{R? hg] 0
y ¥ 4 {
0 0 Im R
Cone plein rayon R, hauteur h 5 2
Attention : solide a 2R’ 0 0
épaisseur négligeable 3
2 52
e 3 Centre 0 §mR 0
0 0 sz"
3
Attention : solide a mR?  mh? 0 0
épaisseur négligeable 2 12
2 2
»z Centre 0 mR” , mh 0
s 2 12 ,
Yy 0 0 mR
Cylindre creux de rayon R et hauteur h \
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V. Torseur cinétique

IV.1. Définition (E)
Soit (E) un ensemble matériel de masse m et de centre d’inertie G
en mouvement par rapport a un repére R(0,x, y,7) :

( )
. f V(P/R).dm
R -
{C(E/R)} _ { c } RS > o] > §
4 \OA€(E/R) .
f AP AV(P/R).dm <
4 \PEE J

Avec :

o P :point courant de (E).
W: Vitesse du point P du systeme matériel E dans son mouvement par rapport au repere R ;

o Rj; = fpeEW. dm : résultante cinétique de I’ensemble matériel (E) dans son mouvement par
rapport au repére R. (Unité Kg.m/s)

O  OucE/R) = fPEE ﬁAW dm : est le moment cinétique au point A de I’ensemble matériel
(E) dans son mouvement par rapport au repere R

IV.2. Expressions pratiques
a) Résultante cinétique
Soit O I'origine du repére R et G le centre d’inertie de I'ensemble matériel (E) :m.0G = fE OP.dm
En dérivant par rapport @ T d@NS R & ..ottt e st st et et e et steereen e s e e s aen e s
Et d’apres le principe de conservation de 12 MasSe : .....cccoce e eeeceiriciecie et e e

Et finalement : R—C) =mV(G/R)

b) Moment cinétique
Soit un solide (S) de masse m, de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repére R(0,X, y,Z).

Soit A un point lié au solide (S). On peut écrire :
LA
V(PES/R)=V(AES/R)+Q(5/R)NAP = 7.
Nous avons : Gae(s/r) = Jpeq AP AV(P/R) .dm 24
1AX -
fAP/\( AeS/R)+PA/\Q(S/R)) Y & F—A
Pes X -,

=fZﬁA(V(AeS/R)+§Z/\.Q(S/R)).dm
Pes
= [APAV(4eS/Rjdm+ [ AP A(PARQ(SIR]|dm

Pes Pes

:m:«?a’/\v(,qesue)+fﬁx\(g(sm)x\ﬁ)m

(S){as7R)

—_—

—mAGAV(A€S/R)+|Ls

D’ou :

Oaes/m = 14(S) . Q(S/R) + mAG A V(A€ S/R)
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Cas particulier :

v Si A est fixe dans le repére (R) :
Oacs/r) = 14(5).Q(S/R)

v" Si A est confondu avec G :

Oes/m = 16(8).Q(S/R)
v Sile mouvement du solide (S) est une translation :

G(AES/R) = mA—G)/\ V(A € S/R)

Remarque :

1) Dans le cas d’un systéme (Z) constitué de "n" solides (2) = Uj=; S; ,Ona:

n
ACom)} = z ACsism}
i=1

2) Relation de changement de point du moment cinétique :
Le moment cinétique est un champ de moment d’un torseur, donc soient deux point A et B quelconque lié
a un solide (S), on peut écrire :

O (acs/R) = O(Bes/r) T AB N R¢
V. Torseur dynamique
V.1. Définition

Soit (E) un ensemble matériel de masse m et de centre d’inertie G en mouvement par rapport a un repére
R(0,%, ¥,2) :

( )
. J I'(P/R).dm

Ry
{D/m)} = { }= 1 '
1\OcE/r) A
fAP AT(P/R) . dm
A \P€E %

Avec :

o I'(P/R) : Accélération du point P du systeme matériel E dans son mouvement par rapport au repere R ;

© R_d)z fPEE

rapport au repere R.

I'(P/R) .dm: Résultante dynamique de I'ensemble matériel (E) dans son mouvement par

o Oack/r) = fPEE ﬁAF(P/R) .dm : est le moment dynamique au point A de I'ensemble matériel
(E) dans son mouvement par rapport au repere R

V.2. Expressions pratiques

a) Résultante dynamique

d

= [V(P/R)].dm

Nous avons: Rq = |,

pep T(P/R) .dm=[,
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Et d’aprées le principe de conservation de la masse :

Ra=or f V(P/R).dm

PEE

Et Finalement :

R, =mT(G/R)

b) Moment dynamique

centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repére R(0, %, ¥, Z).

Nous avons : 84¢(s/r) = fPES AP AT(P/R).dm

_a V(G/R) | = dVGR— I'G/R
=27 [mV(G/R)] =m —-V(G/R) = mT(G/R)

Il est souvent plus simple de déduire le moment dynamique du moment cinétique. Pour un solide (S) de masse m, de

- = (7o) _ :f[ﬁ'n{ﬁmr}] d(4P) ;
r.‘u;m,-LEE.»IPM':mdm-LE AF‘A[T] .dm-L:r T ﬂ'm—LE T Rnhmm’m
I
, di — 4 ' d(40+0P)| -
= 0= —] [APAV.W];#H -] [—] AV prmdm
O e b )
- (G . zim) ] . " -
0 (EIR)= M —J —VHHE}+VqP!R]H)hV[FIHLdm
i - - =
d(a (£im - -
= M +j ViarmaV e ndm
ﬂ‘f pek
3 d(a &m) | = . d(@ )| - <
- cﬂ:n‘m: u +V:.4mmj Vierndm= u tVmamVicin
| d | K ls

d

Et finalement :

8 aes/r) = E("MES/R))R +mV(AES/R) A V(G €S/R)

Cas particulier :

v Si A est fixe dans le repeére (R) :

d
8aes/r) = a G(AGS/R))R
v" Si A est confondu avec G :
d
8 (Ges/r) = i U(GES/R))R
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Remarque :

1) Dans le cas d’un systéme (Z) constitué de "n" solides (2) = UL, S;
Ona:

n
ADam} = z ADesi/m)}
i=1

2) Relation de changement de point du moment dynamique :
Le moment dynamique est un champ de moment d’un torseur, donc soient deux point A et B quelconque lié
a un solide (S), on peut écrire :

8aes/r) = O(pes/r) + AB A R:
VI. Energie cinétique :

VI.1. Définition
L’énergie cinétique de I’ensemble matériel (E) dans son mouvement par
rapport a R est le scalaire suivant :

T(E/R)=% f[V(P/R)]Z.dm
PEE

VI.2. Expressions pratiques

Soit un solide (S) de masse m, de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repére R(0,x, y,Z).

Soit A un point lié au solide (S). Par définition on a :
A et P sont deux points de (5) donc :

V(P/R)=V(PS/R)=V(A eS/R)+(S/R)A AP
Done IT(S/R)= I[ﬁgpfm]z dm = Iﬁ{PIR].‘?{PHR}dm

Pes Pes
- J‘G{PrR).(ﬁ{.qesrr{nﬁ(sm]nIﬁ)dm
Pes
= I V(P/R).V(A €S/R)dm+ _[v{PfR}_ (Q[SIR]AAPJdm
Pes PFes )
=V(A eS/R). [ V(P/R)dm + Iﬂ{SIR].(ﬂPnU{PIR})dm
PFes Pl
=V(A eS/R). [ ‘v’{Pa’R}dm+ﬂ{SIR}.I [APnV{PIR})dm
PFes Pes

( V(AeS/R) et O(S/R)sont indépendant de m)
Donc 2T(S/R)=V(A eS/R).mV(G/R) + 0(S/R) .GA(S/R)

Et finalement : T(S/R) = %
A

{ Q(s/R) } ® {mV(G/R)}
VAEeS/RY) L aa(S/R)

1
T(S/R) = 5 A{U(S/R)} ® A{C(S/R)}
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L’énergie cinétique est le comoment entre le torseur cinétique et le torseur cinématique.
L’énergie cinétique ne dépend pas du point de calcul du comoment, il est donc préférable d’appliquer cette

relation dans des points particuliers :

- En G, centre d’inertie :

1 _ 1
T(S/R) = > {I;(8) .2(S/R)}. 2(S/R) + 5 mV(GES/R)

- Pour un mouvement de rotation autour d’un point fixe O :

1 _
T(S/R) = 5 {I,(S) . 2(5/R)}.2(S/R)

- Pour un mouvement de rotation autour d’un axe fixe (O, Uu):
1
2
T(S/R) = 5 1,(5) w;
Avec I,(S) : moment d’inertie du solide (S)/ a I'axe (0, %) et w,, : vitesse de rotation du solide (S) / a I'axe (0, i).
- Pour un mouvement de translation :

lge AN 1
T(S/R) = E mV(G €S/R) = E mV(A € S/R)

Remarque :
1) Dans le cas d’un systéme (Z) constitué de "n" solides (2) = Uj=; S;
Ona:

T(Z/R) = T(Si/R)
%
VI.3. Application :

On considére une plagque homogene d’épaisseur négligeable (longueur L, hauteur h, masse M, centre
de gravité G) en mouvement de rotation par rapport a I'axe (0, Z,) . La plaque est verticale.

Exprimez le torseur cinématique en O puis en G pour la plaque 1.
Exprimez le torseur cinétique en O puis en G.

Exprimez le torseur dynamique en O puis en G.

Calculer I'énergie cinétique de la plaque.

PwnNE
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VII. Notion d’Inertie équivalente

VII.1 Définition
Dans le cas d’un systéme X comportant plusieurs piéces en rotation a des vitesses de rotation différentes
(et éventuellement certaines en translation), on appelle inertie équivalente ramenée a un axe A, le moment
d’inertie l¢q,n que devrait avoir cet axe en rotation pour que I’énergie cinétique totale du systeme de pieces

. g N 1 N . . . ,
en rotation soit égalea : T(X/R) = 2 I¢q .w3 oll w, représente la vitesse de rotation de I'axe A.

Remarque : On peut aussi définir la masse équivalente ramenée sur un axe, en utilisant le méme principe.

Intérét :

L'intérét d'exprimer une " inertie équivalente " est de quantifier l'inertie " ressentie " par un moteur
entrainant une chaine d'énergie.

Utilité :

L'utilisation d’une inertie équivalente ou d’une masse équivalente permet d’étudier la loi de mouvement de
I'une des pieces du mécanisme en tenant compte de l'intégralité de ses pieces.

Méthode de détermination de l'inertie équivalente

Calculer I'énergie cinétique de I'ensemble des solides

|

Exprimer les relations cinématiques entre les différents solides

!

Exprimer I'énergie cinétique de I'ensemble des solides en fonction d’'une seule variable cinématique

¥

. . . S . 1 1
Ecrire I'énergie cinétigue de I'ensemble des solides sous la forme : — .w? ou - Mg, V*?
2 /tq 2 “eq

VII.2. Exemple d’application :
Le systéme a étudier est une table de machine permettant de déplacer des charges. Elle est constituée de :

e Bati0: auquel est lié le repére galiléen R(0, X, ¥0,20)-9 =—9 Vo ;
e Arbre moteur 1 : 11 moment d’inertie de 1 par rapport a son axe de rotation et Z1 nombre de dents
de laroue dentée lice a 1 ;

v,
e Vis2:1l, moment d’inertie de 2 par rapport a o

son axe de rotation, et Z2 nombre de dents 5 3
de laroue dentée liée a 2; e
e Table et charge 3 : de masse M. La liaison T :
hélicoidale est de pas p a droite. Xy
I—
T——1
1. Déterminer le moment d’inertie équivalente A 4+
A H l—l
ramené sur 1, puis sur 2. | —
2. Déterminer la masse équivalente ramenée sur 3. - v
-0
77
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