+ Maitriser la résolution des équations et des inéquations

etdes systemes comportant 'exponentielle népérienne.
4 Maitriser et appliquer les limites fondamentales de la
fonction exponentielle népérienne.
4 Maitriser I'étude et la représentation des fonctions
comportant la fonction exponentielle.
< Maitriser I'étude et la représentation de fonctions

comportant la fonction logarithme et la fonction

exponentielle népérienne.
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» rONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE -
1. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

La fonction réciproque de la fonction logarithme népérienne est appelée la fonction exponentielle
népérienne (ou la fonction exponentielle), et on la note exp.

e —

Remargues
o La fonctionInest une bijectiondeR  vers R :  (Vf ¢ R)(B!a cR’ ) B =In(a)
o Par définition de la fonction exp : (Vxe R)(‘v’y cR’ ) (

.exp(O)zlet exp(l)=ecar: In (1) 0 et ln(

Proposition 1
o La fonction exp est une bijection de R dansR’, . C DQD(? =

e La fonction exp est continue et strictement croissante sur K .

==

\\

oy

@
e
1

| >
cS

\/

eOnapourtout xe R : exp(x)>0 et ln(exp(x'))zx

eOnapourtout xe R, : exp(lnx)=x
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~{_Corollaire __

+ Pour tout(x,y) e R* : (exp(x)=exp(y) <= x= y) et (exp(x)<exp(y)e x<y)

N | 7% (exp(x):l¢:>x=0) et (exp(x)<l<::>x<0) et (exp(x)>1e x> 0)

?\MVQ ;

o PAID(?”’: 7T & Sz E\M) e Ko

+5 I =
1) Résolvons dans R I'équation : exp( - ) = exp(——) < /\)

2x+3

- \9@6@/ Lottt oal 9l — /\WZ:“DAS []Q\%\ % 0}

(=)
6
2) Résolvons dans R I'inéquation : CXP(2 X+ ]) = CXP( X

p- R

i (25 ¥ 1) { @x[;(%) =S LRY < %
S ZEE %z_ < o
6

{ o

/

/= 2R i
Q)'(




Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

exp (-x’) = exp( ix_+5]) ; exp (x’ +;!5-) = ¢’ ;  exp (""2 ) > exp(~x)

exp(Sx2 _7x+2)5] ; exp(xl7JSCxp{(x:7)2 -12]




1.2. PROPRIETES ALGEBRIQUES ’@/a Qv ) = @& 1—%(‘0)
~

~ Pourtousréelsxetyona: exp(x +y) = exp(x)xexp( y)

-1

.Z“Z_- | g
(/a\ ®~‘>§4 oA = 95»4‘)(})>0 Yoz Lo ‘)(3) >’O

W (arh) = Rala) +500) = Qenn) + T (expiy)
= w43

/\QA\W

Al Gl axh) = x4y

S axb = @xp(xtY)
S by Xep(y) = ¢ p(%4) )



|

L —— T ————

- ——— e ——

Pour toutn € N et pour tous réels x,, x,,..,X, ,ona:

exp(x, +x, +....+x, ) = exp(x, )-exp(x;, )...exp(x, ) , c'est-a-dire : exp(z ) Hexp %)

De la proposition 2, on déduit Jes résultats suivants :

-

N ol Xoxply) = e (-xtx) = Lpl)="
S

- Qbé\s (= o QDLP(T)

2 QMPO?/ 33 - @y[)( 3‘34'('3)): Q&F(T) X QNP Y)

= Mp/r)
08<p(Y)
3) 6 g 0 0¥ ) oo oy n 4 4Rl
<= /%‘/O\A/f) =
St O{A/ F = QAC(D(T}
&) («@Xe(ﬂ)j
o o= Cpl)]

| 3, UNE AUTRE ECRITURE DE LA FONCTION exp

On a exp(l) = ¢.0nadéjavu que pour toutx € R et pourtoutr e Q : exp(rx)= (e)(p (x))r

£n particulier pour X = 1: exp(r)= (eXp(l))' -

On prolongera cette écriture en notant pour tout xe R : CXp( x) .

Remarquons enfin que cette nouvelle notation est compatible avec les notations des puissances cCONnnues.

Avec cette nouvelle notation, on résumera les résultats vus précédemment comme suit :

o(VxelR)(VyelR:) y=e" < x=Iny

o (VxeR) " >0

o(vxeR) In(e")=x et (VxeRl) " =x

. Pourtout (x,y) eR*: (e"=¢" & x=y) et (¢ <& & x<)

e Pour tout (x, y) c R’ et pour tout » € QQ:

X+ b ¢ y X 1 X—=y € [ - Xr
g =g Re ; e’ =— ; et =— ; e” =|e
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— Qschr?ﬂ’ 6-29"4
- H /\'%9¢ ~3 _,‘7,9"//\_
- " St £ <3
Ao o= L (A= 20-23=-3<0)
2) Résolvons dans R l'inéquation : e - (8 T l)exﬂ2 +1<0 (j:)
y A 2
(I) (= Q,Lg( X -——-(QJM/) 6,9( _s d <\7

L (ff_z)zf (€4) 0" o
~\ QEL/(Q+1)t+4 <D (t:—'e/

a e & ==

- [ N ”::
- e X a
é.% 6 - Qj (O Q,j( =
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[Applications |

o | 2x
1) On considére la fonction f définie parf(x) = ezxe_'_ | . Montrer que : (Vx € R) f(X) ‘ 2 f(-x) =7

B o« X X Y o e
2) Résoudre dans R I'équation: e*' —e*! =2e*" —2 (M(a*\wm t; QR y-1 J

| —

Y




07. el o »n=y
" (eu_lﬁ)(e‘_l)zo &L)
;) 3) Résoudre dans R I'inéquation : 7 _e

1#1 4
. e,qéob = {xe W/ 9+
1 - )Uac-.-ﬂ? Fa

- K
(7= )le-)
e e(e”-1)
(e?-u ) (&+4u) (&21) -
& e (¢ _x) TORTE
(@¥-h) % 0
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I :E DE LA FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

1.4. DERIVEED

Proposition 5

. (vxeR) exp'(x)-"‘-’CXP(x)

La fonction exp est dérivable sur Retona: (

Ce qui s'écrit aussi : (Vx € IR) ( e’ )' =e"

Qom\wrlﬁﬁ o a% F; { @L)\—obm'\/a,lx)@ Gvn W+

eA 1) I |
(@ ) (99 ( ,9'7(770

1

\

v~

En utilisant la composée de deux fonctions dérivables, on montre la proposition suivante :

u(x)

Si 7 est une fonction dérivable sur un intervalle / alors la fonctionx > e "~ est dérivable sur/
etona:

(vxel) (e ) = u.( r)e®

TP P AR A Gl T IR TR R g A TN sy i T

- (Beno)= qio %(%/94 5 @lvge M)

Déterminons les dérivées des fonctions f, g ethdéfinies par:

f X =em . _ -2 x+
( ) ’ g(X)—e -363 l : ]7(x)=e—x+3

'| a —



1
e La fonction x - v/2x +1 est dérivable sur]—-?? +oo[ et sa dérivée est x >

\[— . Donc la fonction f
T

2x+

11 T |1
est dérivable sur —E-;+oo etona pourtout x e -5;+oo[: f'(x)
= L. -

* Les fonctions polynomiales x
X —4x et x> 3

V2x +1

-2x’etx > 3x +1 sont dérivables sur R , et leurs dérivées sont

respectivement. Donc la fonction g est dérivable sur R , et on a pour tout X eR:

g'( ) = —-4xe'2" Qe+

intervalles ]3; +oo[ et]—oo;B[ ,etsa

-Doncla fonction 4 est dérivable sur chacun des

Intervalles ]3; +oo[ et]-oo

. x+1
3[+ eton a pour toyt xeR-{3} . H(x) = 4 oo

— . (x—3)2

I

. ’ u(x) 1
fonction dérivable sur un intervalle / . Les primitives de la fonction x > u (x)e sur
n
jtu une 10

s ) 3
¢ |es fonctions de laforme x> e’ + Aol A estune constante réell
son

‘ ons les pnmlt\ves des fonctions f, g ethdéfinies par:
Determm

J; eArC lan x l 2[;

f(x)z-\/—;- ; 8(x)= 1+ x° ; h(x);-;\/?e

2 gw (WM?%‘%MC Jors @QQ@ a)vdwgcw&',ow

)VV.M\{]\/L, aﬂ%\wt S ?O +o / o} ‘9’3“0‘[*"1 %6/) = 2(26/?‘

=2 ((») e
P _
dec S pintve S Fly) = € + X o7 ((eB)
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o § ot (ol Gn Jotel @t G613 (%) o

Y= gé& + ¢ 2l X &R,
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1) Déterminer les dérivées des fonction

e\rlrz -x+5

2) Déterminer les primitives des

2. 1
il BT
x Yx

g(x)=e

l : nx’ el+oosx
2x-x V(X)=— nxxeﬂ ) : ‘v(x)=1+cosx
N (e S
&
D o~ -
L\ 2p%-9¢9 € /
R LIy

(—2-:- 4] ) _ K 5/: =
® A e i )
(..Z .__,\ | Q‘SQ 3(-77 o

s définies par les expressions suivantes :

= sin ( x)
h(x)=xe"" ; k(x)= Jos(23)

fonctions définies par les expressions suivantes:

sinx

|

=1
63 (XQAZ’Q%(%EN)'—W
g s
o
@7:_1 ot = 20,:)
-1
8,
A 7)
——
T ()
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P (ar s 2(4_5&9

oen (E1)

e

_ 7,%2;@ +(n e + 2
(A o
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\
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0Q
L
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2)

lnz b o (lnxf 2' 9)3
° V(x)--"";—e :—‘“,% X %y_{;u( 9 ol
\ (Qn%)g

G
Ales Do VW\(U\/% MV ol v gl—s '% Q( );4— L am dclF .

sinx &M q .
a w(x)- e|+cosx N ['%(\'\j , Q/},@?y) QW. ,(ﬁ |
1+cosx N o or NF @ o "
S&"‘ - [@9((14(‘4’)4-@’\
N MR .
g) o iCivs Yol Yo a4 + X OM (0( (—({3/ L/H (MJZZ

= (o4t (Q\L?e‘}' gﬂe

- (UHe)<

— A4+ (D
e
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1.5. LIMITES FONDAMENTALES
Proposition 7
*On ales limites fondamentales suivantes: o —1
€ . limxe*=0 ; lim =1
ime*=+0 ; lime" =0 )_‘mo‘;' TR e =0 x
-1 " E:.:.f:- = e’
*Siaest un réel non nul alors : llm———- =a et !,'_‘,‘3 x—a

x=»0 X

;—






e —e "

%) lim=—=¢
x-»a x—a i
A, el e
WA y — A
—

—{ Proposition 8

Pour tout entier natureln,0n a:
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2
|
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V)
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= O X
= [
Cfcw: R 93¢7= 0 X

2) Calculons la limite lim x*e™* -

X =»—an

(=% e w=-{t

5 -t
L 916%12’ ((@ tﬁ;ﬂo Qt

S

~J)

4

. : 4 -
g:'\(\w,)MFa\r\,/aO&AA /emn 946)(:_ O
gy < ¥0
M X i
n _ W . " /)
S SU Qm ,9{ = D = 9,
Yo - Q/‘” (o X g/
q\\
1) Calculons les limites suivantes :  lim . et lim (x3 ~-x +5Jc)e’r
Ao v 4344 re
- K
2 \QA% e’y — /QNW» Q/ — 1
A s+ ‘7(2_@9(_(_(,l 99 430 Lo /\‘}_}___ Y
% Loty
- ~+
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3) Calculons les limites suivantes - lim =

1) Calculer les limites sul : ,l_l,n; X
7) Etudier 13 dérivabilité de la fonction fixP -
5 Montrer qué la droite A d’équation y =
g définie par g(x)=(x-1)e
4 1
. ] e 5
o | =
Zj Calculer la limite suivante : !:1;;’?(‘ " cosx)
SEL&A(\}M : .
i i (
/PAM V4 CQ/H _f\) _ /@A%
= E_s o
o Mw O
S}A%M ?j?/‘\%oo
( G D

x—0 x

[l

sin x _1

et }u};
7 G s
g»_‘ 0 /}
S —
. ) .
&2‘, 4t - (o Sz € g
7 =e iy @‘M: (ne €
g\(o\
h (o
(enéd) @Cg )
= 1
£

. -
o 25 ok
- C
e /Q,mq Q—:/"W % _—1——2__
L 96t L L
g A &

|

!
e’—]) :

lime* —=x'Inx ; lim (In (e" + 1) —x)

X 40 =+

¢”** 3 droite au point0.

x + 1 est une asymptote oblique de la courbe de

la fonction



: =7
= B | & =
Ao \ _ =
. =
= Sl
0 S5
— —~ 00
.
(/“”‘ /QWQV’ = @t_..],__/{@jﬁ
56T - t—0~ t
A/vs -ﬁ = ‘DM &){/:A’V/]\O‘Q L D+\
2) s &) - (341) = (x=1)er — (341)
Z Z
= o er_ I _o — ’
2 ¢
= w(€¥ 1) _e¥_ 1
Z /s
= ?_y ?“’ \ﬁ S
2
ol
Lol rDSM t:: _%L— , A9 40 & t.—A'D Q) of > -X S E—DO—
Z /s
JKL ,/Dm/f Zy?-xe’ \ﬁ.,. c —-/(
- S -y
= ’CQ"‘W Z QJC--'J -——Ct’/l — 27/1-/1-:.: O




&HXO —

|

@ FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE @
2 1. DEFINITION DE LA FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE @

Soita un réel strictement positif et différent de 1. La fonction exponentielle de base a est la fonction

réciproque de la fonction log, . On la note exp, .

=
e D'aprés la définition 2,ona: (Ve R)(Vy € R+) (y = exp, (x) & x =log, ()’))

e Soit x un réel positif et y un réel strictement positif. On a alors :

In v
y:expa(x)coxzlogu(y)z-l-g—);@lny=xlna<::>y=e

xina

f‘" . . . . '
~ Ainsi,pourtout xe R : exp,(x)=e""
" S ‘ ' _ '

2.2. PROPRIETES ALGEBRIQUES

.Alors:

exp, (x + y)=exp,(x).exp,(¥) ;i exp, (x-y)= :::: (; ; ; exp, (x)= (expa ( x))"

Soitx et y deux réels et » un nombre rationnel (r € Q)

Et Puisque pour tout r e Q: exp, (r) = (Cxpa (1))’. =a

On Prolonge cette écriture sur I'ensemble des nombres réels en écrivant pour toutx € R : exp, (A) =a

X

;




e

_Proposition 10

Soit aun réel strictement positif et différent de [. Alors:

. ’ ~Iny
.(VXGR)(V}’ER+) y=a <:>x_-—-lna
; () _
3 (Vx € R) log, (a”r ) o 4 et (Vx e R, ) a®\ =x
D s ax

PhémyO :

-

o  Yre( \fﬁ S [R,% . ar o < %o@q(a): %\w)

\
>
()

Dans ce paragraphe, on a supposé quea > Oeta # 1, et apres avoir prolongé I'écriture eXp, sous |

xIna

X E—
forme d’'une puissance dea, on a obtenu: (Vx S R) a =ée

Le fait que €° = | nous conduit A poser « par convention »: 1" =1 pour tout x e R

On adonc: (VaeR:)(VerR) a=¢ v

Proposition 11|

Soit a et b deux réels strictement positifs. Alors, pour tout(x, y) eR?:

; (a’)'vza”" : (ab)"-—-a”b’r ; (

1) Résolvons dans R I'équation suivante: 5° =15
¥ =15, ce qui estéquivautaxInS=1nl15, c'est-a-direa x = 1]'_‘_15_
n

Cette équation s’écrite

Par suite, I'ensemble des solutions de cette équationest: S = {ln 15
In5

2) Soita un réel de l'intervalle]l;«n[ , et soit x et y deux réels strictement positifs.

| | Lw(loga) x"’&r(")
Simplifions les expressions suivantes: g =g L") et f= loga ( log, a"a) et A= }'[,;'(T)'
li,(loga)
Poura : g=g d _ gt loga) _ loga Lozq (39 < %.CZ'
(a|
VI 4
ot o ) 0 (a1 5]
ox.(5) &0“(3)%‘(70 Loaq(b)%u — (—Ova\(’d 9"(’)
o\
Pourd: A=2 - Loguly) “m(Y) = L Al g
g, (x) " | Qe — X x4 @
) 4 - %%5,@" (2 D
« q’ﬁ.(ﬂ — C :



2.4.ETUDE DE LA FONCTION exp,

M

Proposition 13
.

e Sia > 1 alors la fonction x - a* est strictement croissante sur R : OK{ ‘i’ + % y

(V(x,y)eRz) x<yeoa <a
¢Si0 < a <1alors la fonction x = a”® est strictement décroissante sur R :

(Y(5p)eR’) x<ya >a

Proposition 14 — R——

eSig>lalors: lima* =+wet lima* =0.

X=—»+0 X ==L

eSi0D<a<lalors: lima* =0 et lima" =+o

X=—r+x0 X =) =0

TN e I W T . oy W

On considére la fonction numérique définie par: f (x) =4 -2 . (O{ 7) e ’Q [ a) Ar(

1) Déterminer D le domaine de définition de la fonction f .

2) Calculer les limites de la fonction f aux bornes du domaine de définition.

. \ 9(6‘/6
3) Etudier les variations de la fonction ¥ @ & ): e/

4) Ecrire I'équation de la tangente i la courbe @, r de f au point d'abscisse 0.

5) Construire la courbe ‘@, dans un repére orthonormé. o Q () e—*




= Do W (-2 (B
= | oS \
— % 0 ")“‘{_
(@M &Qwh bl e ats @/ - /

’ ) R
A’ ) = % (@) O
3) Etudier les variations de la fonction £ .

wel . LEI-R U 1. 8027 Ry - 250 2]
= 2%’!@(2296——— ?,90)

= ng(@ 2%<Z‘rp"q>
Q Qvﬁw A {\(9) ok om N a%)(.,ﬂ

X
ﬁj«——ﬂ;o & L= e ofe:QOﬁZ,@) a3 = O

4) Ecrire I'équation de la tangente a la courbe €, rde f au point d'abscisse 0.

(T): & g‘(v) (3-0) 44

O 4 %V%M—’-—Fo"
- S | R TR S R AV
() 4= - w g e A Lot UL

5) Construire la courbe € . dans un repére orthonormeé.

T
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