Exercice 1 (1,5 pts)

0,25 | 1. Montrer que pour tout X € R et pour tout € C zz —~2zcosx+1 =(z—eix)(z—e_ix)
27 4
0,5 | 2. Montrer que pour tout Z€C : 2 -1 =(z— 1)(z2 -27c05— + l)(z2 —27c05— + 1)
: .. 5 . o iz S
0,75 | 3. Résoudre dans C |'équation z” =1 puis en déduire les valeurs de C()ST et Cos? .
Exercice 2 ( 1,5 pts)
Le plan complexe est rapporte a un repere orthonorme direct (O;el’ ;ei ) .
On considere les points A, B,C et D d'affixes respectifs m , in, m—i et m+i out meC"
0,5 | 1. Montrer que les points A4, B,C et D sont alignes .
2. Soient R la rotation de centre O .et d'angle % , et I |'homothétie de centre () et de rapport 2 .
On pose h(A)= A et (R 0 h)(A) =A" ,etsoit H le projeté orthogonal du point O sur la droite (AA") :
Soit E le point d'affixe m(2+i)
0,25 a- Montrer que (OE ) 1 (AA")
2
0,5 b- Montrer que le point H a pour affixe le nombre complexe ;m(2+ i)
0,25 c- En déduire que les points 4, A", E et H sont cocycliques .
Exercice 2 ( 03 pts)
Soient P ,{ et r trois entiers premiers positifs tels que p2 +q2 +1l = p3
0,5 | 1. Montrerque pP,{ et r sont impairs .
0,5 | 2. Montrer que p= 3[4]
05 | 3. Montrerque : p=¢q < p=r
1 | 4. Montrer que si P#¢ alors qp—l +r7 7 = 2[p] et qp-1 +r/ 1 = O[p]
0,5 | 5. Endeduireque p=¢gq=r=3
Exercice 3 (1,5 pts)
1 0 0 2 -1 0
Soient I=[0 1 0| et A=[-1 2 0
0 0 1 0 0 1
0.5 | 1) Montrer que 4> =4.4-31 , et en déduire que la matrice 4 admet un inverse A~ qu'on déterminera
2) Pour tout keN ,onpose D, = A - 4
0,5 a) Montrer que (VkeN) D o =3D,
0,5 b) En déduire I'expression de A" en fonction de n pour tout neN .
Exercice 4 ( 3,5pts)
(a+b 3b 10 (1 3
On considére I'ensemble E=4{M/(a,b)= . Onpose I= et J=
_-b a-b, 0 1 -1 -1
05 | 1) a) Montrer que (E,+,.) est un espace vectoriel réel .
0,5 b) Montrer que (1,7 ) est une base de l'espace vectoriel (E y+ ) .

0,75 c) Calculer J* puis déterminer les coordonnées de I+J+J* +..4J" dans la base (1 yJ ) (otneN)
2) Soit f l'applicationde E vers C ftelle que , (V(a,b)eIRZ) f(M(a;b)):a-l-ib\E

0,5 a) Montrer que f est unisomorphisme de (C ,x) vers (E ,x) .

0,75 | b) En déduire que(E ,+,X) est un corps




Exercice 4 ( 3,5pts)
a+b 3b

onpose I=|" | et 7= = °
b a—plf - Onpose I= |t J=| =

On considére lI'ensemble E={M (a,b)z(

05 | 1) a) Montrer que (E,+,.) est un espace vectoriel réel .
0,5 b) Montrer que (I,J ) est une base de 'espace vectoriel (E v+, )
0,75 ¢) Calculer J* puis déterminer les coordonnées de I+J+J* +..+J" dans la base (1 o J ) (ouneN)
2) Soit f l'applicationde E vers C telle que | (V(a,b)eIR ) f(M(a,b))=a+1b 2
0,5 a) Montrer que f est unisomorphisme de (C ,x) vers (E ,x)
0,75 | b) En déduire que(E ,+,><) est un corps
Probleme (10 pts)
Partiel
X
. f;' (.\‘) = Mg y X 2 0
Pour tout ne N / {l} , On considere la fonction f,, tel que T n(x)
£,(0)=0
et soit (C ,,) sa courbe représentative dans un repere orthonorme (O;i. iJ )
0,5 | 1. Montrer que le domaine de définition de la fonction f,, est D=R"
0,75 | 2. Etudier la dérivabilité de la fonction f, a droite en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu .
0.75 | 3- Calculer lim f,,(.\') et determiner la branche infinie de la courbe (C ") au voisinage de 400
X—>+0
4. Soit g, lafonction définie par: (Vx€]0,+0[) g,(x)=1+(1-n)x" —in(x)
0,75 | a- Montrer que g, est strictement décroissante sur]0,+oo[
0,75 | b- Montrer que I'équation g, (\) =0 admet une solution unique ,, dans ]0,+oo[ etque <, <1
1
0,5 | c- Montrer que (Vn 2 2) l S(a,, )" <1
n-—
0.5 d- Déterminer /im «,,
n—+
0,5 | e- Determiner le signe de g,,(x) pour tout x dans ]O,+oo[
5. a- Montrer que f,, est dérivable sur |0,+c0| et que (\7’\‘6]0 -i-OO[) fn(Xx)= &n ()
0,75 | *- e Jn ’ 9 il b n\- 2
R .
(.\ —In(.\))
0,5 b- Donner le tableau de variations de la fonction f,
0,5 | 6. Représenter |la courbe (C 2) dans le repére orthonormé (O,’i‘; j )
Partieg
, 1
1. On considére la fonction f définie sur[0;+«{ tel que f(0)=0 et (VXE R+) f(«\‘)= . In(\‘)
0,5 | Montrer que la fonction f est continue sur [0;+00[
2x
2. On considére la fonction F tel que I (-\')= I J (1 )dt , et soit (C ) sa courbe représentative dans un repére
X
orthonormé (O;i' N ])
0.5 a- Montrer que la fonction F est définie et dérivable sur [O;+oo[
0,75 b- Montrer que F;'(0)=0 et (Vx>0) F'(x) =(1n(2)— In(x))f(Zx)f(x)
2x
0,25 c- Calculer I —dft pour tout xe]O;+oo[
-
X
In(2x) | .
0,75 d- Montrer que(Vx > 1) 0<F (\) - In(Z) < et déterminer Ilim F (\)
x—In(x) X—>o0
1 1
0,75 e- Montrer que F (;) In(2) , et que (Bae[z,lD F (a):ln(Z)
0,5 f- Donner le tableau de variations de la fonction F
0.5 g- Tracer la courbe (C) dans le repére (O;f;]') (on prend : F(l) =0,9 etF(Z) =1,1)




Probleme ( 10 pts)
Partiel

,
X

X)= x>0

f"(\) x"—ln(x) vz

£, (0)=0

et soit (C ,,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;i.; J ) :

Pour tout ne N" / {l} , On considére la fonction f,, tel que 3

1. Montrer que le domaine de définition de la fonction f,, est D = RY

2. Etudier la dérivabilité de la fonction f, a droite en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu .

3. Calculer lim f,,(x) et determiner la branche infinie de la courbe (C ,,) au voisinage de 400
X—>+00

4. Soit g, lafonction définie par: (Vx € ]O,+oo[) g, (A) =1+ (1 - n)x" - In(x)
a- Montrer que g, est strictement décroissante sur]O,-l-oo[

b- Montrer que I'équation g, (x)=0 admet une solution unique @, dans ]0,+cofetque 0<a, <1
1

n—1

c- Montrer que (Vn 2 2) < (a,, )” <1 '

d- Déterminer /im «,,
1—>+00

e- Déterminer le signe de g,,(x) pour tout x dans ]O,+00[
gn ()

(x" —In(x))2

5. a- Montrer que f,, est dérivable sur |0,+c0| et que (V-\‘ € ]O,+°°[) Su(x)=

b- Donner le tableau de variations de |la fonction f,,

6. Représenter la courbe (C 2) dans le repére orthonormé (0';7;}').

Partieg

1
In(x) -

1. On considére la fonction f définie sur[0;+00[ tel que f(0)= 0 et (Vx € R:) f(x)= .
Montrer que la fonction f est continue sur [0;+«{

2x
2. On considére la fonction F tel que F (-\’)= I J (f )dt , et soit (C ) sa courbe représentative dans un repére
.

orthonormé (0;i° ; ])

a- Montrer que la fonction F est définie et dérivable sur [O;+oo[

0,75 b- Montrer que F,;(0)=0 et (Vx>0) F'(x) =(In(2)— In(x))f(Zx)f(x)

2x
0,25 c- Calculer I\ ldt pour tout xe]O;-l-OO[

o

In(2x) | .
0,75 d- Montrer que(‘v’x > l) 0<F (\) - In(2) < et déterminer lim F (\)
X —- In(x) X =400

0,75 e- Montrer que F (%)s in(2) , et que (Hae %,ID F(a)=1n(2)
0,5 f- Donner le tableau de variations de la fonction F
0.5 g- Tracer la courbe (C) dans le repére (O;f,‘j) (on prend : F(l) =0,9 etF(Z) =11)




